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ABSTRACT

Game, and especially matching theory is one of the most important approaches
of mathematics and economics of the 21. century. Numerous everyday problems
can be algorithmed with the help of them. The aim of present paper is to introduce
the outcome of various matching algorithms in the life of students in tertiary
education. A short insight into the algorithms, and the possibilities of improvement
of: course election, application for international exchange and signing up for
various time slots for student assignments are presented. By pinpointing the
sub-optimality of the present systems and providing alternative solutions for the
problems investigated I try to support students of tertiary education in making
rational, optimal, or at least satisfying decisions.

1. Bevezetés

A parositas elméleti kutatasok a 20. szazad masodik felében lettek egyre inkabb
ismertek. Régota igényiink, hogy képesek legyiink kiilonb6z6 halmazokat egymas-
sal parositani, gondoljunk az olyan matematikai problémakra, mint a kiilonb6z6
linearis programozasi feladatok, példaul szallitasi vagy hozzarendelési feladatok.
Ezeknek a hatranya, hogy az optimalizalas célja az esetekben mindossze az 6ssz-
hasznossag novelése. A parositas elméleteknél az elsddleges szempont nem ez,
hanem a résztvevok egyéni hasznossaganak a maximalizalasa. Az els6 parositas-
elméleti cikk Shapley és Gale (1962) nevéhez flizodik, ahol hazassagi kapcsolatok
létrejottén mutattak be a problémat és adtak ra megoldast. Egy egyszerti algorit-
mus segitségével szemléltették, hogy miként talalhaté meg stabil parositas a fér-
fiak és nék halmazai kdzott, ha mindkét nemnek 1éteznek preferenciai. Lényeges,
hogy nem csak létrehoztak, hanem olyan parokat alkottak meg, amelyek stabilnak
mondhatoak, mivel nincsen olyan blokkolo6 par, ahol mindkét fél jobban jarna, ha
egymassal kotne hazassagot elhagyva az el6z6 parjat. Ennek is koszonhetden a
parositasok irodalma sikeres karriert futott be. Parositasi elméleteket alkalmaznak
jelenleg is az orvos rezidensek elhelyezésénél (Roth, 1984; Gale és Shapley, 1962),
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vagy a fels6oktatasi felvételik soran (Abdulkadiroglu— Sénmez (2003), Abdulka-
diroglu és szerzétarsai (2008), Ergin—Sonmez (2006), Roth (1984), Roth—Peran-
son (1999), Bir6 (2006), Biro (2008), Biro €s szerzotarsai (2009), Koczy (2009),
Koéczy (2010)). Jelen tanulmanynak a célja annak bemutatasa, hogy az egyetemi
¢let folyaman is 1étezik rengeteg olyan probléma, amelyek megoldasahoz a paro-
sitas elméleti algoritmusok hasznalata hatékony lenne.

2. Parositas elméleti problémak

A parositas elméletek Iényege, hogy két diszjunkt halmazban szerepld eleme-
ket az altaluk meghatarozott preferencia sorrendnek megfelelden parositunk egy-
massal. Az els ilyen parositaselméleti probléma, amire Gale és Shapley (1962)
egy természetes algoritmust hatdrozott meg, a hazassagi kapcsolatok probléma.
Amennyiben a csticsok halmaza szétoszthatd két részre (példaul férfiak, ndk),
hogy az élek csak a két halmaz kozott vannak, akkor a graf paros. Léteznek olyan
parositasi feladatok, ahol nem kell megkiilonboztetni a két kiilon csoportot. [lyen a
szobatars probléma, ahol mindenkit mindenkivel lehet parositani. A fejezet tovabbi
részeiben ezeket a modelleket mutatom be.

2.1. Hazassagi probléma

Létezik két, egymassal semmilyen szinten nem keveredé halmaz, nevezziik
Oket F-nek és N-nek. F jelolje a férfiak, N a ndk halmazat. Az elemeket a hal-
mazokban jelezziik f és n karakterekkel. Akkor elmondhatjuk, hogy FNN=0 és
F={f .f,...f },illetve N={n n,,.. .np}, ha a férfiakb6l m, mig a n6kbél p darab van.
Meg kell még hatarozni a férfiak és a n6k preferencia sorrendjét is. A férfiak sor-
rendje P(f )=n ,n,,n,...., mig a néke P(n )=f,,f,f,.....[Ezaltal a parositas lehetdsé-
geit a (F,N,P) harmassal lehet leirni. Akkor lesz hazassagkotés egy adott férfi és nd
kozott, ha egymas preferencia listajan szerepelnek. Az algoritmus lényege, hogy
valamelyik fél oldalardl futtatva az adott preferencia alapjan a szamara legmeg-
felelobbet valasztja. Ha a masik féltél nem kap visszautasitast (mert még nem volt
parja, vagy preferencia sorrendje alapjan jobbnak érzékeli), akkor az adott jatékos-
nak van egy ideiglenes parja. Minden korben, akiket elutasitottak, azok a preferen-
cia sorrendjiikben 1év6 kdvetkezo félt keresik meg. Utolso 1épésben az ideiglenes
parok véglegessé valnak. Ez igy kialakult parositas stabil. Parositas, hiszen minden
férfi csak egy nének udvarolt, és minden n6 csak egy férfit tartott meg maganak. A
stabilitas igazolasahoz vegyiink egy férfi-n6 part, akik nem egymas hazastarsai az
algoritmus végén. Ennek két oka lehet: vagy udvarolt a férfi a nének, de az vissza-
utasitotta, vagy nem is udvarolt neki. Ha a férfit a n6 visszautasitotta valamikor az
algoritmus soran, akkor abban a pillanatban volt egy jobb udvarl6ja a nének, de
mivel a n csak egyre jobb és jobb ajanlatot kapott, ezért a legvégén is kedvezébb
kérdje (férje) lesz annal. Ha viszont a férfi nem is tett ajanlatot a nonek, akkor az
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csak azért lehetett, mert mindvégig neki jobban tetszé lanyoknak udvarolt, igy a
folyamat végéig is olyan feleséget kap, akit jobban kedvel annal a nénél.

2.2. Egyéb parositas elméleti problémak

Iskolai felvételi eljaras

Az egyetemi felvételi eljaras abban kiilonbozik hazassagi problématol, hogy
ha az egyetemeket a férfiak halmazaval azonositjuk, akkor a férfiak nem csak egy
feleséget keresnek, hanem tobbet is. Tehat egy adott szakra tobb hallgato is beke-
rlilhet, s6t, altalaban a szak egy minimalis 1étszam alatt el sem indul. Problémas a
hallgatok rangsorolasa, mert a felvételi rendszer megenged azonos pontszamot is.
Ebben az esetben, ha tobb hallgaté van azonos pontszammal az adott rangsorban,
mint amennyi az egyetem kapacitasa, akkor egyikiik sem keriil be az adott szakra,
igy a hallgato és az egyetem sem lesz elégedett. A sok az egyhez parositasok mind
visszavezethetdk az egy az egyes megoldasokra, ebben az esetben az egyetemi
szakokat kisebb egységekbdl (egy hallgatot tartalmazo) allo részekre bontjuk.

Gyakornok elhelyezési probléma

Ez a probléma igazabol megegyezik az iskolai felvételi problémaval. Roth
(1984) bemutatta, hogy az amerikai orvosi rezidensek elhelyezkedését tamogatd
program Gale és Shapley (1962) altal kés6bb publikalt algoritmust hasznalja. Ere-
detileg a korhazak iranyabol futtattdk az algoritmust, ezt mara megforditottak,
igy a jelentkezOk szempontjabol hatékonyabb eredményt lehet kapni, bar Roth és
Peranson (1999) elemzése szerint ez a kiilonbség nagyon kicsi.

3. Egyetemi problémak

Kutatasomban harom olyan érdekes problémat vizsgaltam meg, ahol jelenleg
nem hasznalunk semmilyen parositas elméleti algoritmust, pedig véleményem
szerint lenne ra lehetdség, amellyel a hallgatok részérdl egy sokkal optimalisabb
parositast kaphatnank.

a). Orai feladatok hallgatokkal valé parositasanak problémaéja,

b). Kurzus/vizsga valasztas problémaja, (Szikora, 2014, Enterprise and the Com-
petitive Environment 2014 conference, Brno).

c¢). Erasmusra valo jelentkezés problémaja (Szikora, 2013).

A harom probléma koziil kettdben (A, B) mind a mai napig olyan megoldast
alkalmazunk, hogy aki el6szor tud jelentkezni az adott feladatra, az kapja meg. Ez
leginkabb az eldzo6 alfejezetben emlitett moho algoritmusnak felel meg. A C jelit
probléma kozelebb esik egy jobb parositasi megoldashoz, mivel ott megjelennek
mar hallgatoi, ily modon fogadooldali preferenciak is. A tanulmanyban ezen prob-
1émak koziil az A jelli problémat mutatom be részletesen.
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3.1. Kutatas célja

A tanulmany annak a feltevésnek az igazoldsa, hogy a parositas elmélet algorit-
musai alkalmazhatok az egyetemen kiilonféle feladatok szétosztasanal, €s hatéko-
nyabbak, mint ha a hallgatok egymas utan jelentkeznek a még szabad feladatokra.
Ennek bizonyitasara meghataroztam kiilonbozo értékelési mutatokat.

Az egyik mutato a jelentkezOk szempontjabol méri a parositas hatékonysagat
(U=(ZP(,k)*n)/n’), hogy a jelentkezdk koziil hanyan és milyen helyre keriilnek be
a valasztott helyekre. n=jelentkezd szama, p(i)=i. jelentkezd preferencia sorrendje,
n’= bekeriilt jelentkezok szama, p(i,k)=i. jelentkez6 altal meghatarozott, az k fel-
adathoz (ahova bekertilt a jelentkezd) rendelt preferencia sorrend indexe.

A masik mutatdo a feladatok szempontjabol méri a parositas hatékonysagat
(R=Z(f(p(i,k))), hogy a jelentkezok altal meghatarozott pontszamokbol mennyi
kertil be a valasztott helyre. n=jelentkez6 szama, p(i)=i. jelentkezd preferencia sor-
rendje, n’= bekertilt jelentkezok szama, f(p(i,k))=i. jelentkez6 altal meghatarozott,
az k feladathoz (ahova bekertilt a jelentkezd) rendelt preferencia érték.

3.2. Alkalmazhato algoritmusok

Ebben a fejezetben néhany ismertebb algoritmust ismertetek, amelyek haszna-
lata hatékonyabb megoldast adhat a felmeriil6 problémakra.

Greedy (mohd) algoritmus

» Nézziik végig az 0sszes jelentkezot

* Ha van a listdjan olyan fogadohely, ami megfelel neki, akkor a neki legjobb
helyhez parositsuk, kiilonben marad parositas nélkiil

Gale-Shapley algoritmus

» A hallgatok a sajat preferencia listajuk elsé helyén 1évo egyetemre palyaznak.

» Az egyetemek, ha kvotajuknal tobb palyazojuk van, akkor a legjobbak kivé-
telével mindenkit visszautasitanak, aki kiviil esik a kvotan,

» A hallgatok a listajukon 1év6 kdvetkezd egyetemre palyaznak, és tjra a maso-
dik 1épés

* Addig megy, amig minden hallgaté nem talal maganak egyetemet, vagy ki
nem fogy a listajuk.

Boston mechanizmus

» Ajelentkezdk ¢és az iskolak kialakitjak a preferenciaikat. ,,Utobbiak elényben
részesitik a didkok testvéreit, ezutan a gyalogtavolsagon beliil lakokat és min-
denekeldtt azokat, akikre mindkett6 igaz. Ezen belill a sorrendet sorsolassal
hatarozzak meg.”

 Els6 korben csak az els6é helyen megjelolt iskolat veszik figyelembe. Minden
iskola a hozza jelentkezdk kozott az igy meghatarozott preferenciak alapjan,
illetve a kapacitas fiiggvényében osztja ki a helyeket.
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* A megmaradt hallgatokat a masodik helyen megjeldlt iskolaba probaljak
elhelyezni. Es igy tovabb, egészen addig, amig el nem fogynak a hallgatok.

3.3. Orai feladatra valé jelentkezés problémaja

Minden félévben eléfordul, hogy a hallgatok kapnak, valaszthatnak valamilyen
feladatot, amelyet beleszamitunk a féléves eredménybe. Ilyen lehet példaul kisel6-
adas tartasa egy adott témabol, vagy valamilyen orai feladat elvégzése, beadando
valasztas, és szamos egyéb feladat. Ezek kiosztasa altalaban kétféle modon tor-
ténik: vagy az oktatd onhatalmuilag kiosztja dket, vagy a hallgatok valasztanak,
ez pedig gyakorlatilag egy moh¢ algoritmusnak felel meg, ahol mindenki csak
abbdl valaszt, ami megmaradt szamara a tobbiek utan. Aki az elején tud valasztani,
annak tobb lehetdsége van, aki a végén, annak kevesebb. Az Obudai Egyetemen
az aktualis félévben egy adott targybol 2 kurzuson is oktatok. A hallgatok szama
mindkét kurzuson 20-20 £6. A félév folyaman minden hallgatonak kell csinalnia
egy feladatot, amit az egyik 6ran be kell mutatnia. Mivel a félévben nagyjabol 10
olyan hét van, ahol a hallgatok prezentalhatnak, igy minden héten 2-2 hallgato
adhat eld. A félév els6 orajan van a hallgatoknak lehet6ségiik jelentkezni a féléves
feladatokra. Kiilonb6z6 modszerek segitségével jelentkezhetnek. Az alap modszer
esetén minden hallgaté kimegy a tablahoz, érkezési sorrendben, és valamelyik
héthez felirhatja a nevét, ahol még van iires hely. Ebben az esetben a hallgatok
egymas utan valaszthatnak a szabad hetek kozott, igy aki a végére marad, annak
mar nincs lehetdsége valasztani. Ezért is talaltam ki egy masik modszert. Minden
hallgato értékelheti a heteket, preferencia sorrend megadasaval, ugy, hogy még
sulyoznia is lehet 6ket. A sulyokat ugy kell elosztaniuk a hetek kozott, hogy az
osszegiik maximalisan 100 lehet. igy van lehetéség a kiilonboz6 parositaselméleti
algoritmusok futtatasara. A hallgatok nem ismerik elére a parositas elméleti mod-
szereket, féleg, hogy minden modszer esetén mas és mas stratégiat lenne érdemes
alkalmazni. Minddssze annyit tudnak, hogy érdemes minél tobb helyet megadni,
mert aki nem keriil be egyik hétre sem, az nem tudja majd teljesiteni azt a feladatot.
A hallgatoi preferencia sorrend az elso tablazatban lathato (S1-20 jeldli a hallgato-
kat, C0-9 a feladatokat)
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1. tablazat Hallgato6 preferencia sorrend, ha minden feladatot sorba

rendezhetnek

Table 1: Preference order of students when each assignment is ranked

1 2 3 4 S 6 7 8 9 10
S1 C4 C7 C8 C6
S2 Cé C7 C2 C8 C5 C4
S3 C9 C8 C7
S4 C4 C9 (03] C8
S5 C9 Cs C4
S6 C1 Cc7 C3 Cs
S7 C7 C4
S8 C7 C8
S9 C5 C3 Co
S10 C7 C9 C6
S11 C6 C5 C3 C8
S12 C4 C1 C3 C2 C8 C6
S13 C8 C2 C1 Co
S14 (O] C4 C7 C8 Cé Cl1 c3 C2
S15 C2 C5 C6 C8 C4 Cl Co C3
S16 C7 (6%) C2
S17 Cl C7 C8 C9 C6 C4 C2 c3 CO
S18 C6 C7 C8 C9
S19 C9 C3
S20 C8 C6 C7 C5 C9 C4 Cl C2 C3 Co

Forras: sajat kutatas alapjan

A 2. tablazatban lathato a hallgatok tablas jelentkezése. Zarojelben az az érték
lathato, hogy végiil a sajat preferencia sorrendje alapjan hanyadik helyre kertl be.
Akinél a zarojelben nem lathatd szam, 6 olyan hetet valasztott, vagy valaszthatott a
tablanal, ami a sajat preferenciai kdzott nem szerepelt. Az alap tablas jelentkezés-
nél ez az 0sszeg R=345 egység. Lathato, hogy a legtdbb hallgatd olyan feladatot
kapott csak, amit sokadik helyen valasztott, vagy nem valasztott, igy ez a modszer
nagyon messze van az optimalistol. Az U értéke 45%20/15=60.
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2. tablazat hallgatok altal a tablanal valé feladatvalasztas (R=345, U=60)
Table 2: Students’ decisions as made on the whiteboard (R=345, U=60)

Co c1 2 c3 c4 cs C6 c7 c8 9
S9(3) [S17(1) [S16(3)| S6(3) [S12(1)| SI1(-) | S8(3) | S2(2) | S7(-) | S3(1)
S20(10) | S18(-) | S19(-) | S15(8) | S14(2) | S5(2) | S10(3) | S11(-) | S13(1) | S4(2)

Forras: sajat kutatas alapjan
Miutan megkaptam a preferencidkat, a megadott stilyok segitségével a hallga-
tokat sorba rendeztem az adott hetekhez. gy mar volt lehetéségem a kiilonbozd
algoritmusokat lefuttatni. A Gale-Shapley algoritmus futasanak eredménye a 3.
tablazatban és az 1. abran lathato.

3. tablazat parositas Gale-Shapley algoritmussal (R=934, U=31,11)
Table 3: Matching with the help of the Gale-Shapley algorithm (R=934,
U=31.11)

Co c1 2 c3 c4 cs C6 c7 cs o)
S6(1) | S2(3) | S14(7) | S1(1) | S5(2) | Si11(1)| S7(1) | S13(1)| S3(1)
S17(1) | S15(1) | S16(2) [ S12(1) | S9(1) | SI8(1) | S10(1) | S20 (1) | S19 (1)

Forras: sajat kutatas alapjan
1. abra Parositas Gale-Shapley algoritmus segitségével (R=934, U=31,11)
Graph 1: Matching with the halp of the Gale-Shapley algorithm (R=934,

U=31.11)

Forras: sajat kutatas alapjan

Hasonl6 eredményt kapunk akkor is, ha a Bostoni médszert alkalmazzuk, ennek
eredménye lathato a 4. tdblazatban és a 2. abran.
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2. abra Parositas Boston mechanizmussal (R=804, U=23,53)

Graph 2: Matching with the help of the Boston mechanism (R=804,
U=23.53)

Forras: sajat kutatas alapjan

4. tablazat Parositias Boston mechanizmussal (R=804, U=23,53)
Table 4: Matching with the help of the Boston mechanism (R=804, U=23.53)

Co c1 2 c3 c4 cs C6 c7 cs o)
S6(1) | S2(3) | S16(2) | S1(1) | S9(1) | Si1(1) | S7(1) | S13(1)| S3(1)
S17(1) | S15 (1) S12(1) | S14 (1) | SI8(1) [ S10(1) | S20 (1) | S19 (1)

Forras: sajat kutatas alapjan

Mint lathato, akar az U, akar az R mutatot nézziik, latvanyosan jobb eredményt
kapunk, ha a G-S vagy a Boston algoritmust alkalmazzuk, mintha a mostani algo-
ritmus szerint parositanank.

3. Kovetkeztetések

Az egyetemi ¢életben rengeteg olyan probléma fordulhat eld, ahol két egymastol
kiilonb6z6 halmazt kell 0sszeparositani. Jelenleg ezekre legtobbszor még semmi-
lyen algoritmust nem alkalmaznak, legtobbszor a szerencsén mulik, hogy példaul
a vizsgara val6 jelentkezésnél a hallgatd arra a vizsgara keriil-e be, amelyre sze-
retne. Tanulmanyomban bemutattam egy ilyen problémat, részletesen elemezve és
bizonyitva, hogy az ismertetett algoritmusok alkalmazasa mind az egyetem, mind
a hallgatok szamara hasznos megoldast nytijtananak.
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